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Введение
Внастоящей работе исследуются неравновесные течения пятикомпонент-
ной воздушной смеси N2/O2/NO/N/O в соплах. Принимаются во внимание
химические реакции обмена, диссоциации и рекомбинации:
N2 + O NO+ N; (1)
O2 + N NO+ O; (2)
N2 +M N+ N+M; (3)
O2 +M O+ O+M; (4)
NO+M N+ O+M; (5)
M = N2;O2;NO;N;O:
Изучение релаксации реагирующих газовых смесей представляет значи-
тельный интерес в практических приложениях при моделировании парамет-
ров течения на высокоэнтальпийных установках, при разработке газодинами-
ческих лазеров и реактивных двигателей, рассчитанных на полет с большими
сверхзвуковыми скоростями.
В расширяющемся потоке газа с высокой начальной температурой хи-
мические реакции протекают в условиях сильной колебательной и химиче-
ской неравновесности, возникающей из-за быстрого охлаждения газа и су-
щественного различия времен релаксации поступательных и внутренних сте-
пеней свободы молекул [1, 2]. На сегодняшний день существуют различные
подходы к описанию неравновесных течений: однотемператрные, многотем-
пературные, поуровневые.
Наиболее строгим является поуровневое приближение, основанное на опи-
сании колебательных распределений. В рамках этого приближения учиты-
вается, что характерные времена колебательной релаксации и химических
реакций сравнимы со среднем временем изменения газодинамических пара-
метров и значительно превосходят времена поступательной и вращательной
релаксации [2]:
el . rot  vibr < react  : (6)
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Здесь el, rot, vibr, react,  – соответственно времена релаксации поступа-
тельных, вращательных и колебательных степеней свободы, время химиче-
ской релаксации и среднее время изменения макроскопических параметров.
При условии (6) на временах порядка  колебательная и химическая релак-
сация протекают при равновесных или слабонеравновесных распределениях
по скоростям и вращательным энергиям. При этом необходимо рассматри-
вать уравнения для заселенностей колебательных уровней и состава смеси
совместно с уравнениями газовой динамики. Такой подход дает наиболее де-
тальное описание неравновесного газа.
Более простым является однотемпературное приближение, которое тре-
бует меньшее время для вычислний и часто используется для решения при-
кладных задач. Этот подход основан на предположении, что время релакса-
ции всех внутренних степеней свободы int значительно меньше характерно-
го времени химических реакций, протекающих в газодинамическом времен-
ном масштабе:
el < int  react  : (7)
Такие условия часто являются предметом рассмотрения химической кинети-
ки в термически равновесном газе.
Проблеме неравновесных течений газов в соплах посвящено много ра-
бот (см., например, [3–10]). В большинстве из них рассматриваются течения
двухкомпонентных смесей. В диссертации [7] для исследования течений би-
нарных смесей N2/N, O2/O использовались поуровневое приближение и мо-
дели, основанные на квазистационарных распределениях молекул по колеба-
тельным энергиям.
Течениям многокомпонентных смесей посвящено меньшее число работ.
К ним относятся, например, работы [4,9,10], в которых исследована поуров-
невая кинетика пятикомпонентного воздуха в соплах и показано влияние хи-
мических реакций на колебательные распределения. Численный метод реше-
ния уравнений неравновесной кинетики в соплах и характер неравновесных
распределений подробно обсуждается в статье [11]. В этой работе предлага-
ется способ преобразования системы уравнений Эйлера, который позволяет
уменьшить погрешность вычислений вблизи критического сечения сопла.
Настоящая работа является продолжением исследований, начатых в [9,
5
10]. Целью работы было исследование течений пятикомпонентного воздуха
в соплах в однотемпературном приближении и рассмотрение эффектов, не
полностью изученных до настоящего времени. К ним относятся: оценка вли-
яния 1) моделей колебательных спектров молекул (гармонический и ангармо-
нический осциллятор); 2) скорости химических реакций (определяемой раз-
ными значениями параметров в законе Аррениуса); 3) химических реакций
рекомбинации и обмена на параметры течений в соплах. Эти эффекты иссле-
дованы в основной части работы в разделах 1.1 – 1.7 в результате численного
моделирования течений термически равновесного воздуха с неравновесны-
ми химическими реакциями в соплах разной формы при разных условиях в
критическом сечении. В последнем разделе 1.8 дана теоретическая постанов-
ка задачи о течении воздуха в соплах в поуровневом приближении, которая
будет использована автором в дальнейших исследованиях.
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1. Однотемпературное описание химическинерав-
новесных течений воздуха в соплах
1.1 Система уравнений
В данной работе воздух рассматривается как пятикомпонентная реагиру-
ющая смесь N2/O2/NO/N/O. В однотемпературном приближении в силу
соотношения времен релаксации (7) неравновесные химические реакции ис-
следуются при сохраняющихся термически равновесных распределениях по
внутренним энергиям.При этом учитываются обменные реакции (1), (2), дис-
социация и рекомбинация (3) – (5).
В рамках данного подхода определяющими макропараметрами течения
являются числовые плотности молекул и атомов nN2; nO2; nNO; nN; nO, тем-
пература газа T и макроскопическая скорость v. Замкнутая система урав-
нений для макропараметров содержит уравнения однотемпературной нерав-
новесной химической кинетики, уравнения сохранения импульса и полной
энергии. В случае невязкой нетеплопроводной смеси эти уравнения имеют
вид [2]:
dnN2
dt
+ nN2r  v = R2$2N2 +R2$3N2 ; (1.1.1)
dnO2
dt
+ nO2r  v = R2$2O2 +R2$3O2 ; (1.1.2)
dnNO
dt
+ nNOr  v = R2$2NO +R2$3NO ; (1.1.3)
dnN
dt
+ nNr  v = R2$2N +R2$3N ; (1.1.4)
dnO
dt
+ nOr  v = R2$2O +R2$3O ; (1.1.5)

dv
dt
+rp = 0; (1.1.6)
dE
dt
+ (p+ E)r  v = 0; (1.1.7)
d
dt
=
@
@t
+ vx
@
@x
+ vy
@
@y
+ vz
@
@z
:
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Здесь p = nkT – давление смеси, n = nN2+nO2+nNO+nN+nO – числовая
плотность смеси, k – постоянная Больцмана, R2$2c и R2$3c – релаксационные
члены, описывающие химические реакции (1) – (5),  = mN2nN2 +mO2nO2 +
mNOnNO + mNnN + mOnO – плотность смеси, E – полная энергия единицы
объема:
E = Etr + Evibr + Erot + Ef ; (1.1.8)
Etr; Evibr; Erot; Ef – поступательная, вращательная, колебательная энергия и
энергия образования частиц смеси в расчете на единицу объема:
Etr =
3
2
nkT; (1.1.9)
Erot =
X
c=N2;O2;NO
nckT; (1.1.10)
Evibr =
X
c=N2;O2;NO
nc
Zvibrc
lcX
i=0
"ci exp

  "
c
i
kT

; (1.1.11)
Ef = "NOnNO + "NnN + "OnO: (1.1.12)
Здесь Zvibrc =
lcP
i=0
exp

  "cikT

– колебательная статистическая сумма, "ci – ко-
лебательная энергия молекулы сорта c на i -ом колебательном уровне, lN2, lO2
и lNO – число возбужденных колебательных уровней соответствующих мо-
лекул, "NO =
DN2
2 +
DO2
2   DNO, "N =
DN2
2 и "O =
DO2
2 – энергии образования
молекулы NO и атомов N и O соответственно,Dc – энергия диссоциации мо-
лекул сорта c. По определению энергия образования гомоядерных молекул
равна нулю [12].
Колебательная энергия молекул обычно моделируется на основе экспо-
ненциального потенциала межмолекулярного взаимодействия (модель гар-
монического осциллятора) или потенциала Морзе (модель ангармоническо-
го осциллятора). Выражение для энергии ангармонического осциллятора, от-
считываемой от энергии нулевого уровня, имеет вид [13]:
"ci = hc(!
c
ei  !cexcei  !cexcei2); (1.1.13)
где h – постоянная Планка, c – скорость света, !ce – частота колебаний моле-
8
кул, !cexce – ангармоничность колебаний.
В случае гармонического осциллятора "ci = hc!cei. Эта модель недоста-
точно корректно описывает энергию сильно возбужденных уровней, так как
не учитывает наличие порога диссоциации и уплотнение спектра с ростом
номера колебательного уровня.
В таблице 1 представлены значения постоянных для компонентов возду-
ха, которые использовались в работе.
Таблица 1. Спектроскопические постоянные молекул воздуха [14]
Молекула !ce, см 1 !cexce, см 1 Dc; 104 см 1
N2 2358,57 14,32 7,871
O2 1580,19 11,98 4,126
NO 1904,20 14,075 5,240
Максимальный колебательный уровень lc находится из условия, что "clc 6
Dc, то есть выбирается максимальное целое число, при котором колебатель-
ная энергия молекулы не превосходит энергию диссоциации. Значения lN2,
lO2, lNO выбирались равными 33, 26 и 27 соответственно для гармонического
осциллятора, 47, 36 и 39 для ангармонического. Если число колебательных
уровней гармонического осциллятора считается бесконечным, то колебатель-
ную энергию частиц сорта c вычисляют по формуле:
Evibr;c =
nchc
exp(hckT )  1
; c = c !
c
e: (1.1.14)
На рис. 1 (а – в) изображены удельные колебательные энергииEvibr;c/c моле-
кул воздуха для различных моделей осциллятора. При температурах больше
6000 K становится заметным различие между моделями ангармонического
и гармонического осциллятора с конечным числом уровней, которое увели-
чивается с ростом температуры. Формула (1.1.14) для модели гармоническо-
го осциллятора с бесконечным числом уровней справедлива для достаточно
больших температур. На рис. 1 (в) показано сравнение удельной колебатель-
ной энергии и энергии нулевого уровня "NO0 /mNO молекул NO. При поуров-
невом описании течений воздуха часто предполагают, что молекулы NO об-
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Рис. 1. Удельная колебательная энергия молекул для разных моделей осциллятора: a –
N2, б – O2, в – NO: энергия для трех моделей осциллятора и энергия нулевого уровня
разуются только в основном колебательном состоянии и остаются в этом же
состоянии. Рис. 1 (в) иллюстрирует погрешность этого предположения.
1.2 Релаксационные члены в уравнениях однотемператур-
ной кинетики
Для замыкания системы (1.1.1) – (1.1.7) необходимо выразить через мак-
ропараметры релаксационные члены R2$2c и R2$3c .
ЧленыR2$2c описывают изменения числовых плотностей молекул за счет
обменных реакций (1) – (2) и имеют следующий вид [2]:
R2$2N2 = nNOnNk
N!O
NO!N2   nN2nOk O!NN2!NO; (1.2.1)
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R2$2O2 = nNOnOk
O!N
NO!O2   nO2nNk N!OO2!NO; (1.2.2)
R2$2NO =  R2$2N2  R2$2O2 ; (1.2.3)
R2$2N =  R2$2N2 +R2$2O2 ; (1.2.4)
R2$2O =  R2$2O2 +R2$2N2 : (1.2.5)
Здесь k O!NN2!NO и k
N!O
O2!NO – зависящие от температуры коэффициенты скоро-
сти прямых обменных реакций, k N!ONO!N2 и k
O!N
NO!O2 – коэффициенты скорости
обратных реакций (1) и (2).
ЧленыR2$3c описывают процессы диссоциации и рекомбинации (3) – (5):
R2$3N2 =
X
M=N2;O2;NO;N;O
nM(n
2
Nk
M
rec;N2   nN2kMN2;diss); (1.2.6)
R2$3O2 =
X
M=N2;O2;NO;N;O
nM(n
2
Ok
M
rec;O2   nO2kMO2;diss); (1.2.7)
R2$3NO =
X
M=N2;O2;NO;N;O
nM(nNnOk
M
rec;NO   nNOkMNO;diss); (1.2.8)
R2$3N =  2R2$3N2  R2$3NO ; (1.2.9)
R2$3O =  2R2$3O2  R2$3NO ; (1.2.10)
kMN2;diss, k
M
O2;diss, k
M
NO;diss – зависящие от температуры газа коэффициенты ско-
рости диссоциации молекул N2, O2, NO при столкновении с частицей M,
kMrec;N2, k
M
rec;O2, k
M
rec;NO – коэффициенты скорости рекомбинации атомов с об-
разованием молекул N2, O2, NO.
1.3 Коэффициенты скорости реакций обмена, диссоциации
и рекомбинации
Вданной работе для вычисления однотемпературных коэффициентов ско-
рости прямых реакций обмена и диссоциации был использован закон Арре-
ниуса, справедливый в термически равновесном газе [15]:
kMc;eq(T ) = AMT
n exp
 
 E
kT
!
; (1.3.11)
11
где E – энергия активации в случае обменных реакций и энергия диссоциа-
ции в случае реакций распада,AM, n – постоянные множители, которые опре-
деляются в ряде работ на основе экспериментальных данных [16,17] или де-
тальных численных расчетов [18].
В таблице 2 приведены выражения для коэффициентов скорости реакций
(1) – (5) с учетом постоянных в законе Аррениуса, найденных с учетом экс-
периментальных данных [16].
Таблица 2. Равновесные коэффициенты скорости реакций (1) – (5) [16]
Реакция k; м3/с Диапазон T; K
N2 + O !
NO+ N
k = 3  10 16 exp   38370T  (2 5)  103
O2 + N !
NO+ O
k = 3;2  10 18   T300 exp   3150T  300  3000
N2 + M !
N+ N+M
kN2 =
5;4  10 14 1  exp   3354T  exp   113200T ,
kO2 = kNO = kN2, kO = kN = 6;6kN2
300 1;5  104
O2 + M !
O+ O+M
kN2 =
6;1  10 15 1  exp   2240T  exp   59380T ,
kO2 = 5;9kN2; kO = 21kN2,
kN = kNO = kN2
300 104
NO +M !
N+ O+M
kN2 = 8;7  10 15 exp
  75994T , kO2 = kN2;
kO = kN = kNO = 20kN2
(4 7;5)  103
NO + N !
N2 + O
k = 1;8  10 17    T3000;5 200  4000
NO + O !
O2 + N
k = 7;5  10 18   T300 exp   19500T  (1 3)  103
Реакция k; м6/с Диапазон T; K
N+ N+ kN2 = 1;91  10 45 600  6300,
M! N2+ kO2 = 1;8  10 45 exp
  435T , 290  400
M kNO = kO2, kO = kN = 3kO2
O+ O+ kN2 = 10 45
  300T 0;41, 500  4000
M! O2+ kO2 = 4  10 45
 
300
T
0;41, 290  4000
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Реакция k; м6/с Диапазон T; K
M kN = 0;8kO2, kO = 3;6kO2, kNO = 0;17kO2
N + O +
M ! NO +
M
kN2 = 10
 44  300
T
0;5, kN = 1;8  10 43  300T ,
kO = kN2, kO = kNO = kN
200  4000
В таблицах 3, 4 представлены значения величин AM, n, E, приведенные
в [17] на основе экспериментальных данных и в [18] на основе численного
моделирования динамики столкновений.
Таблица 3. Параметры в формуле Аррениуса [17]
Реакция A; м3/с E;  10 19 Дж n
N2 + O! NO+ N 1;23  10 18 5;24 0;5
O2 + N! NO+ O 4;98  10 19 2;69 0;5
N2 +M! N+ N+M 4;15  10 11 15;67  0;1
O2 +M! O+ O+M 1;51  10 11 8;19  1;0
NO+M! N+ O+M 6;81  10 12 10;4  1;0
Таблица 4. Параметры в формуле Аррениуса [18]
Реакция A; м3/с E; 10 19 Дж n
N2 + O! NO+ N 0;8  10 16 5;175 0
O2 + N! NO+ O 4;0  10 15 0;2  0;39
N2 + N2 ! N+ N+ N2 4;1  10 12 15;67  0;62
N2 + O2 ! N+ N+ O2 1;5  10 11 15;67  0;68
N2 + NO! N+ N+ NO 1;5  10 11 15;67  0;68
N2 + N! N+ N+ N 1;0  10 11 15;67  0;68
N2 + O! N+ N+ O 4;0  10 12 15;67  0;54
O2 + N2 ! O+ O+ N2 1;3  10 10 8;197  1;0
O2 + O2 ! O+ O+ O2 5;33  10 11 8;197  1;0
O2 + NO! O+ O+ NO 1;1  10 10 8;197  1;0
O2 + N! O+ O+ N 1;0  10 10 8;197  1;0
O2 + O! O+ O+ O 1;5  10 10 8;197  1;05
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Реакция A; м3/с E; 10 19 Дж n
NO+ N2 ! N+ O+ N2 1;5  10 10 10;43  1;0
NO+ O2 ! N+ O+ O2 2;0  10 10 10;43  1;0
NO+ NO! N+ O+ NO 1;0  10 10 10;43  1;0
NO+ N! N+ O+ N 4;0  10 10 10;43  1;1
NO+ O! N+ O+ O 4;0  10 10 10;43  1;1
Следует заметить, что коэффициенты скорости равновесных химических
реакций могут быть вычислены как на основе закона Аррениуса, так и в
результате осреднения коэффициентов скорости, зависящих от колебатель-
ных уровней молекул-реагентов по равновесным однотемпературным рас-
пределениям Больцмана. Сравнение результатов, полученных для компонен-
тов воздуха при использовании двух указанных способов, подробно обсуж-
даются в [19].
Коэффициенты скорости обратных обменных реакций и рекомбинации в
данной работе вычислялись с помощью соотношений, следующих из прин-
ципа детального баланса [2]:
k N!ONO!N2(T ) = k
O!N
N2!NO(T )
 
mN2mO
mNOmN
!3/2
ZintN2 (T )
Z intNO(T )
exp
 
DN2  DNO
kT
!
;
(1.3.12)
k O!NNO!O2(T ) = k
N!O
O2!NO(T )
 
mO2mN
mNOmO
!3/2
ZintO2 (T )
Z intNO(T )
exp
 
DO2  DNO
kT
!
;
(1.3.13)
kMrec;N2(T ) = k
M
N2;diss(T )
 
mN2
m2N
!3/2
h3(2kT ) 3/2ZintN2 (T ) exp
 
DN2
kT
!
;
(1.3.14)
kMrec;O2(T ) = k
M
O2;diss(T )
 
mO2
m2O
!3/2
h3(2kT ) 3/2ZintO2 (T ) exp
 
DO2
kT
!
;
(1.3.15)
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kMrec;NO(T ) = k
M
NO;diss(T )
 
mNO
mNmO
!3/2
h3(2kT ) 3/2Z intNO(T ) exp
 
DNO
kT
!
:
(1.3.16)
Здесь Z intc (T ) = Zvibrc (T ) Zrotc (T ) - статистическая сумма внутренних степе-
ней свободы,
Zrotc (T ) =
T
ccr
– вращательная статистическая сумма, N2 = O2 = 1; NO = 2 – факто-
ры симметрии, cr – характеристическая вращательная температура: N2r =
2;86 K, O2r = 2;07 K, NOr = 2;42 K. Размерность коэффициентов скорости
обменных реакций и диссоциации в расчете на моль — м3/c, а коэффициен-
тов рекомбинации – м6/с.
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Рис. 2. Коэффициенты скорости об-
менных реакций и диссоциации в за-
висимости от температуры, 1 - k N!OO2!NO,
2 - k N!ONO!N2 , 3 - k
O!N
NO!O2 ,4 - k
O!N
N2!NO, 5 -
kMO2;diss, 6 - k
M
NO;diss, 7 - kMN2;diss [18]
Рис. 3. Коэффициенты скорости kN2rec;N2 ,
kN2rec;O2 , k
N2
rec;NO рекомбинации в зависи-
мости от температуры [18]
На рис.2 представлена температурная зависимость коэффициентов скоро-
сти обменных реакций и диссоциации, вычисленных на основе параметров
из таблицы 4.
C ростом температуры увеличиваются все коэффициенты скорости пря-
мых реакций. При температуре 1000 – 4000К коэффициенты скорости обмен-
ных реакций заметно превышают коэффициенты скорости диссоциации, при
этом наибольшую величину имеет коэффициент k N!OO2!NO скорости обменной
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реакцииO2+N! NO+O. Также следует отметить, что реакция (1) протекает
значительно активнее в обратном направлении: коэффициент k N!ONO!N2 замет-
но превосходит коэффициент k O!NN2!NO. С уменьшением температуры различие
между коэффициентами скорости увеличивается. Наименьшими из коэффи-
циентов скорости обменных реакций и диссоциации на всем рассматрива-
емом диапазоне температур остаются коэффициенты k O!NN2!NO и k
M
N2;diss, т.е.
молекулы азота менее активны как в реакции образования NO, так и в дис-
социации, чем молекулы кислорода.
На рис.3 представлены коэффициенты скорости рекомбинации, приводя-
щей к образованию молекул N2, O2, NO, при столкновении с партнером N2.
Эти коэффициенты уменьшаются с ростом температуры и по величине ока-
зываются значительно меньшими, чем коэффициенты скорости прямых ре-
акций. Рекомбинация происходит активнее при более низких температурах.
Этот вывод упоминается во многих работах (см., например, [1, 7, 8, 16]).
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Рис. 4. Температурная зависимость ко-
эффициента скорости обменной реак-
ции k N!OO2!NO
Рис. 5. Температурная зависимость ко-
эффициента скорости обменной реак-
ции k O!NN2!NO
На рис. 4 – 9 приведено сравнение коэффициентов k O!NN2!NO, k
N!O
O2!NO, k
M
N2;diss,
kMO2;diss, k
M
rec;N2 и k
M
rec;NO при учете различных параметров в законе Аррениуса.
Для прямой реакции обмена молекул кислорода с атомами азота O2 + N !
NO+O (см. рис. 4) и для диссоциации молекул азота (см. рис. 6) все три мо-
дели дают практически один и тот же результат. В случае реакции N2 +O!
NO + N (см. рис. 5) и диссоциации кислорода (см. рис. 7) расчеты с учетом
экспериментальных данных [16,17], приводят к более низким значениям ко-
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Рис. 6. Температурная зависимость
коэффициента скорости диссоциации
kMN2;diss
Рис. 7. Температурная зависимость
коэффициента скорости диссоциации
kMO2;diss
эффициентов, чем при использовании параметров из [18].
На рис. 8 различие значений коэффициента скорости kMrec;N2 для трех набо-
ров параметров увеличивается с ростом температуры. При малых температу-
рах значения коэффициентов для параметров [17,18] становятся практически
одинаковыми. Из рис.9 видно, что скорость образования NO в результате ре-
комбинации с учетом параметров [18] оказывается заметно выше, чем при
использовании параметров [16,17], при этом различие не достигает двух по-
рядков.
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Рис. 8. Температурная зависимость ко-
эффициента скорости рекомбинации
kMrec;N2
Рис. 9. Температурная зависимость ко-
эффициента скорости рекомбинации
kMrec;NO
Проведенный анализ показал, что, во-первых, скорость обменных реак-
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ций с участием атомарного азота (O2 + N ! NO + O и NO + N ! N2 + O)
остается достаточно большой на всем рассматриваемом температурном про-
межутке, и, во-вторых, с уменьшением температуры скорость рекомбинации
атомов становится близкой по величине к скорости процессов диссоциации.
1.4 Система уравнений одномерного стационарного тече-
ния воздуха в соплах
В работе предполагается, что течение в сопле является стационарным и
квазиодномерным, а газ считается невязким и нетеплопроводным. Парамет-
ры газа изменяются вдоль оси сопла, x – расстояние от форкамеры вдоль оси.
Обозначим за S(x) площадь сечения сопла и за v проекцию скорости газа на
ось x. Тогда систему (1.1.1) – (1.1.7) можно переписать в виде [2]:
d
dx
(nN2vS) = S(R
2$2
N2 +R
2$3
N2 ); (1.4.1)
d
dx
(nO2vS) = S(R
2$2
O2 +R
2$3
O2 ); (1.4.2)
d
dx
(nNOvS) = S( R2$2N2  R2$2O2 +R2$3NO ); (1.4.3)
d
dx
(nNvS) = S( R2$2N2 +R2$2O2   2R2$3N2  R2$3NO ); (1.4.4)
d
dx
(nOvS) = S( R2$2O2 +R2$2N2   2R2$3O2  R2$3NO ); (1.4.5)
v
dv
dx
+
dp
dx
= 0; (1.4.6)
Sv
dE
dx
+ (p+ E)
d(Sv)
dx
= 0; (1.4.7)
где энергия E определяется формулами (1.1.8) – (1.1.12).
1.5 Численный метод решения
Для того, чтобыизбежать погрешности, связанной с разномасштабностью
величин, входящих в систему уравнений (1.4.1) – (1.4.7), был выполнен пе-
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реход к безразмерным переменным:
nc =
nc
n
; mc =
mc
m
; v =
v
v
;
T =
T
T
; S =
S
S
; x =
x
r
;
"c =
"c
kT
; "ci =
"ci
kT
; Dc =
Dc
kT
;
Rc =
r
nv
Rc; c = N2;O2;NO;N;O;
(1.5.1)
где n, v, T – параметры газа в критическом сечении, S, r – площадь и
радиус критического сечения сопла,m = mN2 +mO2 +mNO+mN+mO. По-
сле несложных преобразований получим систему уравнений в безразмерных
переменных:
v
dnN2
dx
+ nN2
dv
dx
= R
2$2
N2 +R
2$3
N2  
nN2v
S
dS
dx
; (1.5.2)
v
dnO2
dx
+ nO2
dv
dx
= R
2$2
O2 +R
2$3
O2  
nO2v
S
dS
dx
; (1.5.3)
v
dnNO
dx
+ nNO
dv
dx
=  R2$2N2  R
2$2
O2 +R
2$3
NO  
nNOv
S
dS
dx
; (1.5.4)
v
dnN
dx
+ nN
dv
dx
=  R2$2N2 +R
2$2
O2   2R
2$3
N2  R
2$3
NO  
nNv
S
dS
dx
; (1.5.5)
v
dnO
dx
+ nO
dv
dx
=  R2$2O2 +R
2$2
N2   2R
2$3
O2  R
2$3
NO  
nOv
S
dS
dx
; (1.5.6)
mv2
kT
(nN2mN2 + nO2mO2 + nNOmNO + nNmN + nOmO)v
dv
dx
+ T
 
dnN2
dx
+
dnO2
dx
+
+
dnNO
dx
+
dnN
dx
+
dnO
dx
!
+ (nN2 + nO2 + nNO + nN + nO)
dT
dx
= 0; (1.5.7)
dnN2
dx

5
2
T + Evibr;N2

+
dnO2
dx

5
2
T + Evibr;O2

+
dnNO
dx
 
5
2
T + Evibr;N2+
+ "NO
!
+
dnN
dx

3
2
T + "N

+
dnO
dx

3
2
T + "O

+
dT
dx
"
5
2
(nN2 + nO+
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+ nNO) +
3
2
(nN + nO) + nN2Cvibr;N2 + nO2Cvibr;O2 + nNOCvibr;NO
#
+
+
1
v
dv
dx
"
nN2

7
2
T + Evibr;N2

+ nO2

7
2
T + Evibr;O2

+ nNO
 
7
2
T+
+ Evibr;NO + "NO
!
+ nN

5
2
T + "N2

+ nO

5
2
T + "O
#
=
=   1
S
dS
dx
"
nN2

7
2
T + Evibr;N2

+ nO2

7
2
T + Evibr;O2

+ nNO
 
7
2
T+
+ Evibr;NO + "NO
!
+ nN

5
2
T + "N2

+ nO

5
2
T + "O
#
; (1.5.8)
где введены обозначения
Evibr;c =
lcP
i=0
"ci exp
 
 "
c
i
T
!
lcP
i=0
exp
 
 "
c
i
T
! ;
Cvibr;c =
1
T
2
" lcP
i=0
("ci)
2 exp
 
 "
c
i
T
!
lcP
i=0
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 "
c
i
T
!  
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i=0
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 "
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i
T
!!2
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i=0
exp
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i
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!!2
#
:
Уравнения (1.5.2) – (1.5.8) образуют замкнутую систему нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ), описывающих течение воз-
душной смеси в сопле с учетом реакций обмена, диссоциации и рекомбина-
ции. Численное решение данной системы позволит определить распределе-
ние макропараметров газа вдоль оси сопла.
Данная система относится к классу жестких, то есть имеет малый пара-
метр при старшей производной. Известно, что наилучшими методами реше-
ния таких систем являются различные неявные схемы. В настоящей работе
использовался неявный метод Гира [20], построенный на формулах обратно-
го дифференцирования (BDF) и дающий высокую точность и вычислитель-
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ную эффективность. Этот метод, в частности, реализован в пакете приклад-
ных программ MATLAB как стандартная функция – solver ode15s. Данная
функция позволяет решать жесткие системы ОДУ с переменным порядком
метода (от 1 до 5) и шагом интегрирования.
Рассматриваемая система может быть представлена в виде задачи Коши:
y0 = f(y;x); y(x0) = y0;
где y – вектор неизвестных.
Метод Гира k-го порядка в качестве решения такой задачи использует по-
лином вида:
yn+1 =
kX
i=1
aiyn i + hbf(yn+1;xn+1); (1.5.9)
где h = xn+1   xn. Метод Гира k-го порядка требует знание k значений
yn; yn 1; :::; yn k+1, которые получают методом Тейлора первого порядка. Ко-
эффициенты a0; a1; ::: ak 1 и b рассчитываются на каждом шаге из условия:
k 1X
i=0
( i)jai + jb = 1; j = 0;1;:::;k:
Это выражение представляет собой систему k + 1 линейных уравнений,
решение которой единственным образом определяет коэффициенты метода
Гира k-го порядка. Далее уравнение (1.5.9) для фиксированной точки реша-
ется с помощью итерационного метода Ньютона.
1.6 Расчет параметров газа в критическом сечении сопла и
резервуаре
Методы расчета стационарного неравновесного потока в сопле приводят-
ся в различных работах (см., например [3–6, 9–11, 21]). При прямом методе,
когда известны закон изменения площади и расход газа через сопло, рассчи-
тывается распределение газодинамических параметров вдоль оси сопла. Для
неравновесного течения расчет расхода проводится методом подбора пара-
метров для достижения перехода через скорость звука, причем критическое
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сечение не будет совпадать с наиболее узким сечением сопла. При обрат-
ном методе вначале задается распределение какого-либо газодинамического
параметра вдоль оси сопла, а форма профиля и остальные параметры опре-
деляются в процессе решения задачи. В данной работе применяется прямой
метод.
Наиболее точный подход состоит в численном интегрировании системы
уравнений неравновесного потока как в расширяющейся, так и в сужающей-
ся частях. Для неравновесных течений состояние потока в сопле определяет-
ся не только термодинамическими свойствами газа, но также всей предысто-
рией движения, связанной с характером изменения S(x).
Обычно делаются упрощения в предположении термического и химиче-
ского равновесия в сужающейся части. Это предположение подтверждается
сравнением с численными расчетами. В рассматриваемом случае переход че-
рез скорость звука происходит в минимальном сечении, и задача сводится к
рассмотрению неравновесного потока только в расширяющейся части сопла.
Газовые макропараметры не одинаковы в резервуаре и в критическом се-
чении сопла. Обозначим индексом «» параметры в критическом сечении
сопла. Для рассматриваемого равновесного течения (в сужающейся части
сопла и в критическом сечении) из уравнения постоянства расхода и урав-
нения сохранения импульса получаем следующее равенство:
dv
v
=
1
M2   1
dS
S
; (1.6.1)
приM = 1 это уравнение имеет особенность.
Существует несколько методов расчета параметров, позволяющих избе-
жать особенности. В данной работе сужающаяся часть сопла не рассматри-
валась. Как и в [9, 10], предполагается, что из резервуара газ сразу попадает
в критическое сечение. Расчет производится от точки сразу за критическим
сечением сопла, в котором задавались температура газа и давление.
Имея заданные температуру и давление смеси в критическом сечении,
можно найти равновесный состав смеси [1].
Для этого используются закон действующих масс для каждой реакции в
системе, закон сохранения числа атомов (уравнение материального баланса)
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и закон Дальтона.
Закон Дальтона, выраженный через мольные доли c =
ncP
c
nc
, имеет вид
N2 + 

O2 + 

NO + 

N + 

O = 1: (1.6.2)
Предполагая, что в форкамере воздух состоял из 21% кислорода и 79%
азота из закона сохранения числа атомов получим:
2O2 + 

NO + 

O
2N2 + 

NO + 

N
=
21
79
(1.6.3)
Для пятикомпонентной воздушной смеси с пятью реакциями (1) – (5) за-
кон действующих масс дает пять соотношений. Но только три из них явля-
ются независимыми [1]:
N
2
N2
=
kT 
p
 
m2N
mN2
!
h 3(2kT )3/2
1
Z intN2 (T
)
exp
 
 DN2
kT 
!
; (1.6.4)
2O

O2
=
kT 
p
 
m2O
mO2
!
h 3(2kT )3/2
1
Z intO2 (T
)
exp
 
 DO2
kT 
!
; (1.6.5)
N

O
NO
=
kT 
p
 
mNmO
mNO
!
h 3(2kT )3/2
1
ZintNO(T
)
exp
 
 DNO
kT 
!
: (1.6.6)
Если заданы температура и давление, то расчет сводится к решению нели-
нейной системы из пяти уравнений (1.6.2) – (1.6.6), которая имеет однознач-
ное решение. Результаты расчета равновесного состава воздуха при различ-
ных значениях давления в зависимости от температуры приведены в [1].
Вычисление скорости производилось при предположении, что величина
{ = CpCv меняется слабо в равновесной области и может считаться посто-
янной от резервуара до критического сечения. Теплоемкости газа при по-
стоянном давлении и постоянном объеме выражаются следующим образом:
Cv =
 
@E
@T

V
и Cp = bR + CV , где
bR = R/
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– удельная газовая постоянная, а  – эффективная молярная масса смеси,
1

=
P
c
c

1
c
: Зная параметры в критическом сечении сопла, находим скорость
потока в нем [1]:
v2
2
=
1
2
{
p

=
1
2
{cRT ; (1.6.7)
1.7 Результаты численных расчетов
В настоящей работе были рассмотрены три различных профиля сопла:
1. коническое сопло:
r(x) = r + x tg ; (1.7.1)
где угол полураствора  = 21 и радиус критического сечения r = 1 мм;
2. параболическое сопло, рассмотренное в работах [3, 7]:
r(x) = r
vuut1 + x2 tg 
r
!2
; (1.7.2)
где угол полураствора асимптотического конца  = 10 и радиус крити-
ческого сечения r = 3 мм.
3. сопло F4, рассмотренное в работах [4, 5, 7] и использованное в экспери-
ментальных исследованиях:
r(x) = 0;3599  0;2277 exp( 0;1884x2)  0;0184
x2 + 0;1447
: (1.7.3)
Профили и безразмерные площади сопел изображены на рис. 10 и 11.
При различных формах сопел система (1.5.2) – (1.5.8) численно инте-
грировалась для трех различных наборов параметров формулы Аррениуса
[16–18] и при разных условиях в критическом сечении, в котором задавались
температура T  и давление p. Предполагается, что в критическом сечении
смесь состоит только из молекул азота и кислорода: nN2 = 0:79n
; nO2 =
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Рис. 10. Профили конического, пара-
болического сопла и сопла F4 Рис. 11. Безразмерные площади сопел
0:21n; nNO = n

N = n

O = 0, где n = p/kT . Сначала рассмотрим результа-
ты, полученные для течений воздуха в коническом сопле.
Зависимость макропараметров от условий в критическом сечении.
На рис. 12 (а,б) представленыизменения температурыи скорости смеси вдоль
оси сопла при p = 1 atm, 100 atm и T  = 5000 K, 7000 K с учетом парамет-
ров [17]. На графиках также указаны значения макропараметров, получен-
ные в поуровневом приближении в работах [9, 10]. Видно, что при удалении
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Рис. 12. Изменение температуры (a) и скорости (б) газа вдоль оси сопла при различных
условиях в критическом сечении
от критического сечения температура резко убывает, в то время как скорость
потока возрастает. При меньшей температуре T  = 5000 K влияние величи-
ны p на значения скорости и температуры менее заметно (разница в значе-
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ниях не превышает 7 % для каждого параметра). При большей температуре
увеличение давления p приводит к более резкому убыванию температуры
газа в сопле, различие значений достигает 18 %. Скорость при большей T 
возрастает сильнее при p = 1 atm, и отличие значений от результатов при
p = 100 atm не превосходит 9 %. Подобный эффект влияния задаваемых
значений давления и температуры в критическом сечении наблюдается и при
поуровневом описании течений воздуха в соплах [9, 10]. При этом значения
макропараметров в однотемператуном приближении завышены относитель-
но поуровневых, максимальная разница значений достигает 30 %.
На рис. 13 (a – д) показано изменение состава воздуха вдоль оси сопла
при давлениях p = 1; 10; 100 atm и T  = 7000 K.
Числовые плотности молекул N2 и O2 (см. рис. 13 (a,б)) сначала убывают
вблизи критического сечения. При этом, чем больше значение p, тем быст-
рее происходит уменьшение числа молекул. Уменьшение числовой плотно-
сти молекул O2 происходит более интенсивно, чем уменьшение плотности
N2. Это является следствием того, что в начале процесса, когда концентрация
атомов очень мала, диссоциация молекул кислорода играет основную роль, а
коэффициент kMO2;diss заметно превышает коэффициент k
M
N2;diss. Следует отме-
тить, что числовые плотности молекул азота изменяются значительно слабее,
чем плотности молекул O2 и атомов. Далее, после уменьшения плотности N2
и O2, для значений p = 1 atm и p = 10 atm происходит замораживание
концентраций молекул. При p = 100 atm температура газа падает быстрее,
и при x/r  0;205 скорость диссоциации кислорода в этом случае на поря-
док меньше, чем при меньших p , при этом скорость образования молекул
O2 остается высокой. Этим объясняется дальнейшее возрастание числовой
плотности O2 и более позднее её замораживание. Аналогично можно объяс-
нить возрастание числовой плотности молекул азота после x/r  0;25. В
случае поуровневого описания [9, 10] замораживание плотности O2 наблю-
дается для всех значений p после x/r  0;1. Отличие этих значений от
результатов однотемпературного приближения остается в пределах одного
порядка.
На рис. 13 (в) показано изменение числовой плотности молекул NO. По
мере накопления атомов и уменьшению температуры основную роль начина-
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Рис. 13. Изменение числовых плотностей nN2/n (a), nO2/n (б), nNO/n (в), nN/n (г), nO/n
(д) вдоль оси сопла при различных значениях начального давления, T  = 7000 K
ют играть прямые обменные реакции (1), (2), ведущие к увеличению плотно-
сти NO практически сразу за критическим сечением. При этом возрастание
числовой плотности тем больше, чем больше задаваемое давление p.
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На рис. 13 (г,д) показано изменение плотностей атомов вдоль оси соп-
ла. Заметно начальное возрастание числовых плотностей nN/n для всех зна-
чений p. Далее относительная числовая плотность N монотонно убывает
вследствие значительного уменьшения скорости диссоциации N2 и скорости
обеих обменных реакций с образованием N (см. рис. 2). При этом практиче-
ски не изменяются наибольшие по величине коэффициенты скорости k N!OO2!NO
и k N!ONO!N2. Таким образом, скорость, с которой идет «исчезновение» атомов
азота, остается достаточно большой, замораживания атомов азота не проис-
ходит [1]. Плотность уменьшается сильнее при большем давлении p. При
p = 100 atm наблюдается наибольшее отличие от результатов поуровнево-
го описания [9, 10], которое не превосходит одного порядка. Концентрация
атомов O возрастает вблизи критического сечения. Причем возрастание про-
исходит наиболее резко для большего значения p. Как и в случае молекул
кислорода, числовые плотности атомов O для p = 1 atm и p = 10 atm замо-
раживаются вблизи критического сечения. При p = 100 atm числовая плот-
ность атомовO уменьшается вследствие обменных реакцийNO+O! O2+N
и N2 + O! NO+ N и замораживается при x/r  1.
Как видно из приведенных рассуждений, влияние начальной температу-
ры T  на изменение макропараметров в сопле оказывается более сильным,
чем влияние давления p. Температура газа убывает наиболее резко при p =
100 atm, T  = 5000 K. При фиксированной температуре T  = 7000 K чис-
ловые плотности компонентов смеси замораживаются быстрее при наимень-
шем давлении p.
Влияние моделей коэффициентов скорости химических реакций на
изменение параметров течения. На рис. 14 (а,б) приведены зависимости
скорости потока и температуры от x/r при использовании параметров в за-
коне Аррениуса, рекомендованных в [16–18].
Данные [16, 17] приводят к близким значениям скорости и температуры
потока, различие результатов не превышает 1 % и 1,6 % соответственно. Ис-
пользование параметров [18] в законе Аррениуса ведет к более резкому убы-
ванию температуры, чем модели, рекомендованные в [16] и [17] (рис. 14 (а)).
Более заметно выбор параметров в формуле Аррениуса влияет на измене-
ния относительных числовых плотностей, что видно на рис.14 (в,г). С умень-
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Рис. 14. Изменение макропараметров вдоль оси сопла c учетом разных представлений
коэффициентов скорости реакций обмена и диссоциации, p = 1 atm; T  = 7000 K: a –
температура газа, б – скорость газа, в – nN2/n, г – nO2/n
шением температуры увеличивается разница между значениями коэффици-
ентов k O!NN2!NO (рис. 5), найденных при использовании различных парамет-
ров, и достигает двух порядков, а различие между коэффициентами kMN2;diss и
kMrec;N2 уменьшается (рис. 6 и 8). Вследствие этого числовые плотности моле-
кул азота на рис. 14 (в) убывают быстрее при использовании параметров [18].
Наибольшее различие в значениях числовых плотностей достигается при ис-
пользовании параметров [17] и [18] и не превосходит 2,3 % для молекул N2
и 13 % для молекул O2 (см. рис 14 (г)).
Сравнение результатов, полученных при полной и сокращенной си-
стеме химических реакций. Чтобы проанализировать влияние реакций об-
мена и рекомбинации на параметры течения, расчеты проводились: 1) с уче-
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том всех реакций; 2) без учета реакций обмена; 3) без учета рекомбинации.
В расчетах использованы параметры Аррениуса из работы [17]. Сравне-
ния результатов представлены на рис. 15 (а – е) при p = 100 atm; T  =
7000 K. Из рис. 15 (а) можно сделать вывод, что реакции обмена влияют на
температуру газа сильнее, чем рекомбинация, вблизи критического сечения.
При x/r  0:03 отличие результатов от численных расчетов, полученных с
учетом всех реакций, достигает 0;9 % в случае пренебрежения обменными
реакциями и 0;7 % в случае отсутствия рекомбинации. Без учета обменных
реакций температура убывает медленнее и оказывается больше, чем при дру-
гих системах реакций. Расчеты показали, что основную роль вблизи критиче-
ского сечения (при x/r < 1) играют обменные реакции O2+N! NO+O и
NO+N! N2+O, коэффициенты скорости которых являются наибольшими
по величине (см. рис. 2). Пренебрежение данными реакциями ведет к зани-
женным значениям температуры, однако численное значение результатов не
превосходит 1 %. По мере накопления атомов и с уменьшением температу-
ры становится заметным влияние рекомбинации (рис. 15 (б,в)). На выходе
из сопла при x/r = 50 отличие в результатах для скорости и температуры
от результатов, полученных при полной системе реакций достигает 3;6 % и
30 % соответственно. Это говорит о том, что процессы рекомбинации в ре-
агирующих смесях в соплах играют большую роль, чем обменные реакции.
Для поуровневого приближения влияние обменных процессов на макропара-
метры более заметно. Влияние рекомбинации на течения бинарных смесей в
соплах было рассмотрено в работах [7, 8], в которых также отмечается бо-
лее резкое убывание значений температуры в случае отсутствия процессов
рекомбинации по сравнению с полной схемой кинетических процессов.
На рис. 15 (г – е) показано влияние химических реакций на числовые
плотности смеси. При расчете системы, не учитывающей реакции обмена,
числовые плотности NO имеют гораздо меньшую величину, чем в случае
расчета полной системы реакций, так как единственный способ образования
молекул NO в этом случае – реакция рекомбинации. Числовая плотность ато-
мов N также наименьшая в этом случае. При этом заметно «замораживание»
nN/n (выход значений на постоянную величину) начиная с x/r  2, тогда
как в случае полной схемы реакций замораживания числовой плотности про-
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Рис. 15. Влияние рекомбинации и реакций обмена на макропараметры потока, p =
100 atm; T  = 7000 K: а,б – температура газа, в – скорость газа, г – nN2/n и nO2/n, д
– nNO/n и nN/n, е – nO/n
исходит значительно позднее. Быстрое замораживание числовой плотности
атомов азота в случае отсутствия обменных реакций также показано в рабо-
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тах [9, 10].
Числовые плотности молекул N2 и O2 без учета рекомбинации убывают
заметнее. При этом числовая плотность O2 изменяется больше, чем плот-
ность N2, так как рекомбинация молекул кислорода является более быстрой
реакцией. Числовая плотность атомов O в этом случае возрастает по сравне-
нию с другими системами реакций. В отсутствие рекомбинации заморажи-
вание числовой плотности O происходит практически сразу за критическим
сечением. Скорость реакций NO + O ! O2 + N и N2 + O ! NO + N, в ко-
торых связываются атомы кислорода, мала благодаря более высокой энергии
активации, и эти реакции не могут приостановить процессы замораживания
числовой плотности. Данный эффект также отмечается в [1].
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Рис. 16. Влияние реакций обмена на числовую плотность nN/n, p = 1 atm; T  = 7000 K
На рис. 16 показано влияние реакций обмена на числовуюплотностьnN/n,
при p = 1 atm; T  = 7000 K. На графике также отмечены значения, полу-
ченные при данных условиях в поуровневом приближении [9]. Виден схо-
жий характер изменения плотности при отсутствии обменных реакций. Как
было отмечено ранее, в этом случае число атомов меньше, замораживание
макропараметра происходит ближе к критическому сечению, но разница с
результатом полной системы реакций не превышает одного порядка.
Оценка влияния ангармоничности колебаний на макропараметры
потока. В работе рассмотрен важный для практического применения вопрос
о влиянии ангармоничности колебаний на параметры течения в соплах.
Задача о течении воздуха в сопле была решена как с учетом ангармонич-
ности колебаний, так и на основе упрощенного представления колебатель-
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Рис. 17. Изменение макропараметров вдоль оси сопла для двух моделей осциллятора,
p = 100 atm; T  = 7000 K: a – температура газа, б – nNO/n, в – nO2/n, г – nN2/n
ных спектров гармонических осцилляторов. Расчеты показали, что наиболь-
шее влияние ангармоничности наблюдается при температуре T  = 7000 K и
давлении p = 100 atm. При этом поправки значений температуры (рис. 17
(a)) и скорости газа за счет ангармоничности колебаний в однотемпературном
приближении не превышают 1;87 % и 0;42 % соответственно.
Для числовых плотностей молекул NO рис. 17 (в) пренебрежение эффек-
тами ангармоничности приводит к переоценке числовой плотности до 4 %.
Вклад поправок за счет ангармоничности в числовые плотности молекул O2
и N2 рис. 17 (в,г) невелик и не превосходит 1 % и 0.1 % соответственно .
Большее значение поправки для молекул NO, чем для молекул N2 и O2, объ-
ясняется малой долей этих молекул в смеси.
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Сравнение макропараметров в воздухе и в бинарных смесях. Резуль-
таты, полученные при решении задачи о течении воздуха в соплах, сравнива-
лись с данными, полученными в расчетах течений бинарных смесей N2/N и
O2/O. Сравнение скорости и температуры газа для пятикомпонентной смеси
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Рис. 18. Изменение скорости (a) и температуры (б) газа вдоль оси сопла для разных ки-
нетических схем, p = 1 atm; T  = 7000 K
и для бинарных смесей N2/N и O2/O при p = 1 atm; T  = 7000 K представ-
лено на рис. 18 (а,б). Наиболее быстро убывающая температура для смеси
O2/O объясняется более активной диссоциацией кислорода. Моделирование
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Рис. 19. Изменение числовой плотности nN/n, p = 1 atm; T  = 7000K (a) и температуры
газа (б) вдоль оси сопла для смеси N2/N
воздуха бинарными смесями при течениях в соплах приводит к переоценке
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значений скорости и занижению значений температуры. Различие в значе-
ниях скорости в случае течения бинарной смеси O2/O и в случае течения
воздуха достигает 38 %. На рис. 19 (а,б) показано сравнение значений тем-
пературы газа и числовой плотности атомов азота при различных условиях в
критическом сечении в смеси N2/N со значениями, полученными в работе [7]
в поуровневом приближении. Однотемпературная модель приводит к пере-
оценке значений температуры для рассматриваемых условий. Отклонение от
значений, полученных при поуровневом описании, тем больше, чем больше
давление в критическом сечении p. Значения числовой плотности атомов в
однотемпературном приближении занижены, и наблюдается разница в зна-
чениях более, чем на один порядок.
Результаты, полученные для других сопел. В работе, помимо расче-
тов, проведенных для конического сопла (1.7.1), было также найдено рас-
пределение макропараметров в соплах (1.7.2) и (1.7.3). Сравнение значений
макропараметров представлено на рис. 20 (а – г) при условиях p = 1 atm,
T  = 7000 K.
Разница в поведении температур газа заметна уже на малых расстояниях
от критического сечения. В коническом сопле температура убывает наиболее
резко. Это объясняется более сильным расширением течения в сопле (1.7.1).
Распределения числовых плотностей в параболическом сопле и сопле F4
относительно близки между собой, тогда как в коническом распределения
заметно отличаются. Числовые плотности молекул в коническом сопле ме-
няются слабее и замораживаются быстрее, чем в других соплах. Наибольшее
изменение числа молекул получено в сопле F4, химические реакции проте-
кают дольше и замораживаются позднее (рис. 20 (б – г)). На основании этого
можно сделать вывод, что форма сопла сильно влияет на протекающие хи-
мические реакции и макропараметры потока. Сильное расширение потока в
коническом сопле обуславливает резкое падение температуры газа. При этом
в соплах на одинаковом расстоянии от критического сечения химические ре-
акции протекают менее активно в коническом сопле, чем в параболическом и
F4, «замораживание» значений макропараметров наступает быстрее. Вывод
для рассматриваемых форм согласуется с результатами вычислений, приве-
денных в работе [7], в которой приведено сравнение расчетов течений бинар-
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Рис. 20. Изменение макропараметров в соплах разной формы, p = 1 atm; T  = 7000 K:
a – температура газа б – nN2/n, в – nO2/n, г – nNO/n
ных смесейN2/NиO2/Oв соплах (1.7.1) – (1.7.3), полученных в поуровневом
приближении и на основе небольцмановского квазистационарного распреде-
ления.
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1.8 Поуровневое описание неравновесных течений воздуха
в соплах
Вданном разделе рассматриваются течения химически реагирующей сме-
си компонентов воздуха N2(i)/O2(i)/NO(i)/N/O с учетом поуровневой ко-
лебательной и химической кинетики в соплах. Дана постановка задачи об
описании течений воздуха в соплах в поуровневом приближении, приведе-
ны уравнения, описывающие изменения макропараметров течения воздуха в
этом приближении.
При описании кинетических процессов в воздухе часто используется пред-
положение о слабом влиянии колебательного возбуждения молекул NO на из-
менение макропараметров. Это предположение объясняется тем, что молеку-
лы NO составляют небольшую долю в составе воздуха, а также недостатком
имеющихся данных о коэффициентах скорости обменных реакций, завися-
щих от колебательных уровней молекул NO. Поэтому молекулы NO рассмат-
риваются только в невозбужденном состоянии, что значительно сокращает
число решаемых уравнений и упрощает численные расчеты. Это предполо-
жение используется, например, в работах [4, 9, 10, 19, 22, 23]. В ряде работ
часто предполагается, что молекулы NO остаются в состоянии термического
равновесия и описываются больцмановскими распределениями с температу-
рой газа. Это предположение основано на том, что экспериментально наблю-
даемое время колебательной релаксации NO оказывается значительно мень-
ше, чем времена релаксации N2 и O2 (см. [24] стр.329).
В таких условиях выполнено следующее соотношение для характерных
времен релаксации в пятикомпонентном воздухе:
el . rot . vibr;NO  vibr;O2 . vibr;N2 < react  : (1.8.1)
Сравнивая с условием (6), отметим, что в рассматриваемом здесь прибли-
жении к быстрым процессам относятся релаксация поступательных, враща-
тельных степеней свободы и колебательная релаксация молекул NO, а к мед-
ленным – колебательная релаксация молекул азота и кислорода и химические
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реакции обмена:
N2(i) + O NO+ N; (1.8.2)
O2(i) + N NO+ N (1.8.3)
и диссоциации-рекомбинации:
N2(i) +M N+ N+M; (1.8.4)
O2(i) +M O+ O+M; (1.8.5)
NO+M N+ O+M; (1.8.6)
M = N2;O2;NO;N;O:
Колебательная релаксция молекул N2 и O2 включает V T переходы поступа-
тельной энергии в колебательную:
N2(i) +M N2(i0) +M; (1.8.7)
O2(i) +M O2(i0) +M; (1.8.8)
обмены колебательными энергиями при столкновениях молекул одного и то-
го же сорта ( V V ) и разных сортов ( V V 0):
N2(i) + N2(k) N2(i0) + N2(k0); (1.8.9)
O2(i) + O2(k) O2(i0) + O2(k0); (1.8.10)
N2(i) + O2(k) N2(i0) + O2(k0); (1.8.11)
Здесь i и k колебательные уровни молекул до столкновения, i0 и k0 - после
столкновения.
Медленные процессы протекают на фоне равновесных распределений по
поступательным степеням свободы молекул и атомов, по вращательным сте-
пеням свободы молекул и по колебательным степеням свободы молекул NO,
установившихся в результате быстрых процессов.
Макропараметрами пятикомпонентного воздуха при поуровневом описа-
нии в данном случае являются заселенности колебательных уровней молекул
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азота и кислорода, числовые плотности молекул NO и атомов N и O, скорость
и температура газа. Заселенности колебательных уровней молекул NO опи-
сываются больцмановскими распределениями с температурой газа T :
nBNOi =
nNO
ZvibrNO
exp

 "
NO
i
kT

: (1.8.12)
Система уравнений для макропараметров nN2i(x), nO2i(x), nNO(x), nN(x),
nO(x), v(x),T (x), описывающих стационарное квазиодномерное течение воз-
духа в сопле, в поуровневом приближении в случае невязкого нетеплопровод-
ного газа имеет вид [4, 9–11]:
d
dx
(nN2ivS) = S(R
vibr
N2i +R
2$2
N2i +R
2$3
N2i ); i = 0;1;:::;lN2; (1.8.13)
d
dx
(nO2ivS) = S(R
vibr
O2i +R
2$2
O2i +R
2$3
O2i ); i = 0;1;:::;lO2; (1.8.14)
d
dx
(nNOvS) = S(R
2$2
NO +R
2$3
NO ); (1.8.15)
d
dx
(nNvS) = S(R
2$2
N +R
2$3
N ); (1.8.16)
d
dx
(nOvS) = S(R
2$2
O +R
2$3
O ); (1.8.17)
v
dv
dx
+
dp
dx
= 0; (1.8.18)
Sv
dE
dx
+ (p+ E)
d(Sv)
dx
= 0: (1.8.19)
где выражение для полной энергии в единице объема записывается в виде:
E =
3
2
nkT +
X
c=N2;O2;NO
nckT +
lN2X
i=0
"N2i nN2i +
lO2X
i=0
"O2i nO2i+
+
nNO
ZvibrNO
lNOX
i=0
"NOi exp

 "
NO
i
kT

+ "NOnNO + "NnN + "OnO: (1.8.20)
Релаксационные члены, входящие в правые части уравнений (1.8.13) –
(1.8.17), зависят от заселенностей колебательных уровней nN2i, nO2i , число-
вых плотностей nNO, nN, nO и содержат зависящие от колебательных уровней
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молекулN2 иO2 коэффициенты скорости диссоциации (1.8.4), (1.8.5), прямых
реакций обмена (1.8.2), (1.8.3), а также осредненные по равновесным колеба-
тельным распределениям молекул NO коэффициенты скорости диссоциации
(1.8.6) и обратных обменных реакций. В поуровневом приближении для пя-
тикомпонентного воздуха данные члены подробно записаны в работе [22].
Коэффициенты скорости обратных и прямых процессов (1.8.2) – (1.8.11) свя-
заны принципом детального баланса [2].
Модели поуровневых коэффициентов скорости химических реакций об-
мена, зависящих от колебательного состояния молекул-реагентов, описаны
в книге [15]. Подробный обзор моделей и расчет уровневых коэффициентов
скорости реакций в воздухе приведены в работе [25]. В расчете использова-
ны модели, полученные при аппроксимации результатов траекторных расче-
тов [26, 27], учитывающие вклад колебательной энергии в энергию актива-
ции [28] и основанные на теории химически активных столкновений [29].
Для описания коэффициентов скорости неравновесной диссоциации чаще
всего используют модель Тринора-Маррона [30] и лестничнуюмодель [2,23].
Коэффициенты скорости обмена колебательной энергией могут быть найде-
ны на основе теоретических моделейШварца, Славского и Герцфельда (SSH-
теория) [31] и Адамовича и соавторов (FHO-модель) [32]. Более практичны-
ми в использовании являются аналитические аппроксимации численных рас-
четов Г. Биллинга, предложенные в работах группы Капителли [23].
Система уравнений для макропараметров (1.8.13) – (1.8.19) состоит из
(lN2 +1)+(lO2 +1) уравнений для заселенностей колебательных уровней мо-
лекул N2 и O2, трех уравнений для числовых плотностей nNO, nN, nO, урав-
нений сохранения импульса и энергии. В случае модели ангармонического
осциллятора для определения макропараметров течения требуется решить
66 уравнений, тогда как в однотемпературном приближении требовалось ре-
шить семь уравнений (1.4.1) – (1.4.7).
Постановка задачи, приведенная в данном разделе, будет в дальнейшем
использована автором для численного моделирования течений воздуха в соп-
лах в поуровневом приближении.
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Заключение
В работе приводятся постановка и решение задачи о течении пятикомпо-
нентного воздуха N2/O2/NO/N/O в соплах в однотемпературном приближе-
нии. Расчеты проведены в соплах коническом, параболическом и F4 при усло-
виях в критическом сечении: p = 1; 10; 100 atm, T  = 5000; 7000 K. Спек-
тры молекул вычислялись на основе модели ангармонического осциллятора
и без учета ангармоничности. Максимальное влияние ангармоничности ко-
лебаний в рассматриваемом однотемпературном приближении при условиях
p = 100 atm, T  = 7000 K достигало 1,8 % при вычислении температуры, а
также 0,5 % при вычислении скорости.
В расчетах использованы три модели коэффициентов [16–18] скорости
химических реакций, две из которых ( [16,17]) привели к близким значениям
параметров течения.
Расчеты показали, что наиболее быстрое изменение состава смеси проис-
ходит при p = 100 atm. Для данного случая замораживание числовой плот-
ности nN/n происходит гораздо позднее, чем при p = 1 atm и p = 10 atm.
Задание температуры T  сильнее влияет на изменение скорости и температу-
ры газа в сопле, чем задание p. При этом температура газа убывает наиболее
резко при p = 100 atm, T  = 5000 K.
Рассмотрено влияние реакций обмена и рекомбинации на параметры те-
чения. Показано, что пренебрежение рекомбинацией значительнее сказыва-
ется на характер макропараметров, чем пренебрежение обменными реакци-
ями.
Сравнение результатов, полученных для течений в соплах разной формы
показало, что профиль сопла существенно влияет на химический состав и
температуру газа.
В однотемпературном приближении показано сравнение значений темпе-
ратуры и скорости газа с результатами, полученными для бинарных смесей
N2/N иO2/O. При течениях в соплах в однотемпературном приближении мо-
делирование воздуха бинарными смесями приводит к переоценке значений
температуры.
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Дана постановка задачи о течении воздуха в сопле в поуровневом при-
ближении.
Работа выполнена при поддержке СПбГУ (проект № 6.37.163.2014) и
РФФИ (грант № 15-01-02373).
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